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METODE PENTRU CALCULUL DISTANTELOR IN SPATIU

Profesor: STEFAN SMARANDOIU
Scoala Gimnaziala ,, Take lonescu”, Ramnicu Valcea

Definitii

Distanta de la un punct la alt punct este egald cu lungimea segmentului cu extremitdfile in cele doud puncte.

Distanta de la un punct la o dreapt este egala lungimea segmentului determinat de punct si piciorul perpendicularei construite din
punct pe dreapta.

Distanta dintre doud drepte paralele este egald cu distanta de la un punct al unei drepte la cealalta dreapta.

Distanta de la un punct la un plan este egals cu lungimea segmentului determinat de punct si piciorul perpendicularei construite din punct
pe plan.

Distanta dintre o dreapta si un plan paralel cu aceasta este egald cu distanta de la un punct al dreptei la plan.

Distanta dintre doud plane paralele este egald cu distanta de la un punct al unui plan la celdlat plan.

Teorema celor trei perpendiculare si reciprocele acesteia

Considerém un plan, un triunghi ¥P2 dreptunghic in P, cu ipotenuza ¥M c c, ateta PM c a, ateta VP < d, astfel incit
anb={M},a=(ab).

Teorema celor trei perpendiculare

Dacd o dreaptd  este perpendiculard pe un plan ¢ i prin piciorul ei, P, trece o dreaptd
a perpendiculard pe o dreapta b, ambeleincluse in planul e, atuni dreapta ¢ este
perpendicularé pe &, unde dreapta c este determinatd de un punct oarecare situat ped
side M, punctul de intersectie al dreptelor a si .

Prima reciproci a teoremei celor trei perpendiculare

Dacé dintr-un punct 77, exterior unui plan , se construieste dreaptad’ perpendiculara

pe o siodreaptd c perpendiculard pe o dreapt 4, inclusdin z, dar ce nu contine punctul
P, piciorul perpendicularei pe plan, atundi dreapta  este perpendiculard pe 5, unde dreapta a este determinata de piciorul perpendicularei
pe a side M, punctul de intersectie al dreptelor ¢ §i 5.

A doua reciprocd a teoremei celor trei perpendiculare

Dacéidentificém un triunghi ¥, dreptunghic in P, cuipotenuza ¥af < c, cateta PM  a, sicateta PM < b, astfel incat
anbne={M}, a=(a,b),a Lb,c L b,atuncdreapta d este perpendiculara pe .

dla
dla dla ald
alb clb
Redactdm astfel: 73, =clb; R, =alb RIi,clbi=dla
aca aca
bca bca e
bca

Plane perpendiculare

Teorema 1. Dacé un plan & contine o dreapta a perpendicularé pe un plan 3, atunci cele dou3 plane sunt perpendiculare.

Teorema 2. Daca doud plane secante « §i 4 sunt perpendiculare, atunci orice dreaptd inclusd intr-unul din ele, perpendiculard pe dreapta lor
deintersectie, este perpendiculard pe celdlalt plan.

alp

Redactam astfel: T,:aca}:mmﬂ. Tzzaﬁﬂ:b =alp
alp aca
alb

Problema rezolvata si comentata metodic
VABCD este piramidd patrulaterd regulatd cu ¥4 = AB =12.cm. Stiind 3 AC ~ BD = {0}, iar £ ste un punct interior muchiei ¥4,

astfel incét V4 = 34E, calculati:
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a)d[v,(4BC)]; b)d(y,BD)sid(V, BC), Qd[E,(4BC)]; d) d[0,(vBC)]:

€)OP, unde P unde este ortocentrul riunghiului VBC ; Nd[1, (VBC)], unde / este mijlocul indfimii;
9)d [N, (¥BC)], unde Neste mijlocul muchiei AD: hd[4,(vBC)].
Demonstratie:

a) Dacd un punct exterior unui plan este eqal depértat de varfurile unui poligon, atunci perpendiculara construitd din acel punct pe
planul poligonului cade in centrul cercului circumscris acestuia.
VABCD este piramida patrulaterd requlati < V4 = VB = C¥ = VD si AB(Deste pitrat.

VA=VB=CV =VD=d(V,A)=d(V,B)=d(V,C) = d(V, D) U]

ABCD este patrat O este centrul cercului circumscris bazei. (2)
ACABD={0} } - {AC =2 =122em = 04 = 6J/2em.

Dinrelatiile (1) 5i (2) = v0 L (4BC) = d[v,(48C)]=vo.

VO L (4BC) . 2 4
e (ABC)} =V0 L 04= AVOA este dreptunghic in O =V0? =VA? ~OA2 = T2em? = VO = 63em,

b)Pentru a calcula distantele de la varful perpendicularei pe un plan la drepte incluse in acel plan, distingem doud cazuri:

<% dreaptala care vrem s3 aflam distanta contine piciorul perpendicularei pe plan. Aplicim definitia dreptei perpendiculare pe plan:
VO 1 (4BC)
BD  (4BC)

«% dreaptala care vrem s aflm distanta nu contine piciorul perpendicularei pe plan. Aplicim teorema celor trei perpendiculare:

}:VOJ.BD:M!(V,BD):VO:&/ECM.

Fie OM 1 BC = d(0,BC)=OM = OM este apotema pétratului = OM :é ghean
VO L (4BC)

T, :OM L BC =VM 1 BC =d(V,BC)=VM. ZZJ' (Ajfc), }DVOJ. OM = AVOM este dreptunghicin 0 =
OM,BC < (4BC) SLAEC)

=VM? =V0 +OM =(6\2em) +(6em)’ = (108em)’ = VAt =65 cm.

@ Pentru a calcula distanta de la un punct situat pe muchiile laterale, fetele laterale sau in interiorul piramidei, la planul bazei,
identificim o sectiune determinata de VO'i punctul exterior respectiv si construim o paraleli la V0.

EF _AE _AE 1 EF
= = .

In AVOA, construim EF || VO, F € 40 = AEAF ~ AVAO ==
. 70, ke V040" VA "3 oizm

:% EF =22cm.

d)METODA |
Pentru a calcula distanta de la centrul bazei la una din fetele laterale, parcurgem urmtorii pasi metodici:
< B :Intersectam planul fefei laterale cu planul bazei, construim sau punemin evidentd o perpendiculara din centrul bazei pe dreapta de
intersectie a celor doud plane si demonstram cu teorema celor trei perpendiculare & exista in planul fetei laterale o perpendicularé pe
dreapta de intersectie in acelasi punct.
Tn cazul nostru, (VBC)(ABC) = BC.Am construit OM L BC i am demonstrat c§ ¥A7 1 BC.
% P, :Demonstram ca dreapta de intersecfie a celor doud plane este perpendiculara pe planul triunghiul dreptunghic aparut prin aplicarea
tearemei celor trei perpendiculare.
BC LOM
BC LVvM = BC 1L (YOM)
OM ~VM ={M}
< P, : Construim indltimea in triunghiul dreptunghic aparut prin aplicarea teoremej celor

trei perpendiculare §i demonstrdm ¢ aceasta indltime este perpendiculars pe planul fetei laterale.
Tn AVOM, construim OH L VM, H e VM.
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OH LVM

1
BCLUOM| _ p 1 on = o Lac OH 1 BC =OH L(VBC)=d[0,(VBC)]=0OH.
OH c (VOM)
BCAVM ={M}
% P, - Calculam distanta aplicand a doua teoremd a indlfimifintr-un triunghi dreptunghic.
OH L VM => OHesteindltime in triunghiul VOM, dreptunghicin 0= 0# = VOV'% = 6;55'6 em =26cm.

METODA a ll-a
Analog, construim O 1 BC, demonstrim ¢ ¥M L BC sintriunghiul In ¥OM construim OH L VM, H e VM.
Aplicdm reciproca a ll-a a teoremei celor trei perpendiculare:

OH LVM

OM 1 BC

VM LBC = OH L(VBC)=d[0,(VBC)]=OH. Analog, OH = 24/6 cm.

VM  (VBC)

BC < (VBC)

METODA a lll-a
(VBC) L (VOM)

gg i ggg)} = (VBC) L (VOM). gf?;f% =M o (VBC)=d[0,(VBC)|=0H =26 cm.
OH = (VOM)

METODA a IV-a

Tn clasa a Vil-a am invaat ca aria unui triunghi ABC se poate calcula cu formula w si putem alege baza in trel moduri:

BC-hy AC-hy AB-h BC-d(4,BC) _AC-d(B,AC) AB-d(C,AB)
Auape = = = © Ayipe = = =

2 2 2 2 2

=

% — T « Ay -
Tot astfel, in clasa a Vill-a, se invata cd volumul unei piramide se calculeaza cu formula » = ”T

Pentru un tetraedru oarecare, VABC, putem alege baza in patru moduri si obginem: Viase =Vavse =Vayue =Verup <
o Ausc -d[v,(48C)] _ Awnc-d[4,(7BC)] _ Awuc d[B,(v4C)] _ Awp-d[C.(V4B)]

3 3 3 3
Avope -d[V,(4BC)]  Aype-d[0,(VBC
Aplicand pentru problema noastrs, obtinem: ¥}y = Voype <> —25C [3 (4BC)] _ Ayme [3 5] o
Ayopc VO
& Ayonc VO = Aypc -d[0,(VBC) | = d[0,(VBC) | = 22~
AAVBC =
4 2 2 :
drone T@“” VO = 6Fem; Agpe =@=M=ngz
36-6v2
d[o,(vBc)]= em =26
= [ ( )] o5 cm cm.
€} METODA |
Din demonstratie ¥A1 L BC = VM esteindltimein AVBC
VO 1 (ABC) co.lop 3
et =V0 LCO < COLVO. Cco 1vo =CO L (VOB).
0. (45C) V0 ~OB = {0}
CO L (VOB OH L(VBC
(vos) =CO LVB VB LCO. (726 =OH LVB&VB LOH.
VB < (VOB) VB < (VOB)

3
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VBLOC

VB L(OCH)
VB LOH =VB L(OCH). Gvelot =VBLCH < CH LVB.
0C ~OH ={0} <(OCH)
CH LVB = CH esteindlimein AVBC 4)

Din relatiile (3),(4)si VM nCH = {H ) = H este ortocentrul triunghiului VBC

! =P=H=0P=0H=26cm.
Din ipoteza suplimentard P este ortocentrul triunghiului VBC

METODA a ll-a
Din demonstratie ¥Ar L BC = VM esteindltimein AVBC, cu H e VM. )
VO L(ABC) COLO8
=V0 1LCO <« COLVO0. CcoL1vo =CO L(VOB)
CO < (4BC)
VOn0B={0}
CO L (VOB)
Aplicam Ty, - Fie OL LVB,LeVB = CL LVB = CL esteindlfimein AVBC ©)
OL = (VOB),VB < (VOB)
OH 1 (VBC) In AVBC, LeVB
Aplicam RT3, :OL LVB =HL LVB. CLLVB =dr. CL si HL coincid = H € CL.
HL < (VBC),VB < (VBC) HL LVB

Din relatiile (5),(6)si VM ~CL={H}=> H este ortocentrul triunghiului VBC}
=P=H=0P=0H=2l6cm.
Din ipoteza suplim entard P este ortocentrul triunghiului VBC
Pentru a calcula distanta de la diverse puncte la planul aceleiasi fefe laterale, identificim o sectiune in care construim o paralel la
segmentul perpendicular din 0 pe planul acelei fete laterale (in cazul nostru construim o paraleld laOH).
In AVOH construim IR||OH,R € VM OH _2\6em _ e
1 este mijlocul segmentului VO 2 2
IR||OH,ReVM $iOH 1 (VBC)=> IR L (VBC) = d[1,(VBC)] = IR = J6cm.
g) Neste mijlocul muchiei AD=> ONeste apotema pétratului => ON= OM=6cms§i ON L AD.
OM L BC §iBC||AD=>OM 1 AD. O¢ AD,OM 1 AD,ON 1 AD =
dreptele OMsi ON coincid = M, 0, N'sunt coliniare.
In AVMN construim NT || OH,T € VM
O este mijlocul segmentului MN

} = IR este linie mijlocie in AVOH = IR =

} = OH este linie mijlociein AMNT =

:>0H=%:>NT:2-OH:4«/Ecm

NT||OH §iOH 1 (VBC) = NT L (VBC)=> d[N,(VBC)] = NT = 4J/6cm
) Dacd o dreapté este paraleld cu un plan, distanta de la orice punct al dreptei la planul respectiv este aceeasi.
AD ¢ (VBC)
AD||BC, == AD||(VBC)=d[A4,(VBC)]|=d[N,(VBC)]= 4J6cm.
BC < (VBC)
OBSERVATIE. Distanta de la centrul bazei la o faya laterald se aplica asemanator intr-o piramida triunghiulara regulata.
Exemplu:
Un (riftal are forma unei piramide triunghiulare requlate VABCcu distanta de la Vla planul ABCegald cu VO= 8 mmsi apoteama bazei egald
cu 6mm. Calculeaza distanta de la Ola planul VBC.
Demonstratie:
METODA |
VABC este piramida triunghiulard regulati O este centrul cercului circumscris bazei
d[[V,(ABCY]=VO =V0 L (4BC) } . {AA.BC este echilateral,
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VO 1 (4BC)
T3, : Fie OM L BC =VM LBC.  OM 1 BC = OM este apotema bazei ABC = OM = 6mm.
OM,BC = (ABC)

VO L(4BC) @ 2 2 2

01 AVOM et inghi 2_yo* 2= = 2 =
OMC(DBC)}QV OM = AVOM este dreptunghic = V> =V0? + OM? = (8mm)’ +(6mm)* =100mm? => VM =10mm.
Fie OH L vM = OH esteindlfime in triunghiul dreptunghic AVOM = OH = VOW'SM = %mm =4,8mm,
BC LVM OH LVM

BCLOoM =BC L(OM). g‘llc(g,m}:BCLOH. OH LBC =OH L(VBC)=>d[0,(VBC) | =4,8nm.

VM ~OM ={M}) VM ABC={M}
METODA a ll-a
Fie OH LVM
VO L(4BC) OM L BC
Typ:FieOM LBC  =VM LBC. RT3, :VM LBC (= OH L(VBC)=>d[O,(VBC)]=OH =4 8mm.
OM,BC < (4BC) VM < (VBC)
BC < (VBC)

Problema rezolv comentatd metodic
ABCA'B'C" este prismé dreaptd cu baza triunghi echilateral. Stiind ¢ 4B = 12cm §i citangenta unghiului dintre 4B si planul 4BC

este egald cu % iar P este centrul fetel ACC' 4", sd se calculeze:

a) d(4,BC),  bld[4,(4'BC)];  Qd[P.(4BC)]; dd[c,(a4B)]; e)d[P,(4'4B)].
Demonstratie:
a)Fie AM 1L BC => AM este indltime in triunghiul echilateral ABC=> AM :%—3- = %Cm =6\3em

A4 L(ABC)=> pripe)d'= A

A'B=4B.
Be(4BC)= priypeB=B }3 Plascy

«[4'B,(4BC)]= {[A‘B,pr(ABC)A'B] =<«(4'B,AB)=<A'BA

1 =1gxA'BA=
Din ipotezi g <[ A'B.(4BC)] = 2
A'AL(4BCY ) —
LB 4L 4B A4 4B este dreptunghicin A= rg 4'Bg =44 _ A4
ABC(4BO) B 12em
.
gaBa=24 S A'4 L (4BC)
L2cm S m=s = A =6am AM 1 BC = A'M 1 BC = d(4',BC) = A'M.
g A'BA= % S AM,BC < (ABC)
iy AB( 2
med L A ALAM =AM estedreptunghicin A= A'M? = 4' 4% + AM? = (6cm)’ +(6\3 em) =
AM < (4BC)

=(144cm)’ = A'M =12cm. Ded d(A', BC) = A'M =12cm.

cm =33 em.

AA'AM este dreptunghic in A g AAAM 663
Fie AH L A'M = AH este indiltime T AM 12

METODA |
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AM L BC & BC L AM
}:A'ALBC:BCJ_A'A BCLA'M = BC L(4'4M)
AM AA'M = {M)

A'4 1 (4BC)
BC < (4BC)

AH L A'M
}DBCJ_AHQAHLBC. AH 1 BC = 4H L(A'BC)=d[4,(4'BC)|= AH =33 cm
A'M ~BC ={M}

BC 1(4'4M)
AH < (4'AM)

METODA a ll-a
AH LA'M
R AMLBC
9% 4'M LBC
A'M,BC < (4'BC)

= AH L(A'BC)=d[ A,(4'BC)]= 4H =33 cm.

METODA a lll-a
(A'AM) L (4'BC)

BC L (A'AM) ’ o (A'AM)A(A'BC)= A'M , . e

BCc(A'AM)}D(A AM) 1 (4'BC). e = AH L(A'BC)=>d[4,(4'BC)]= AH =33 cm.
AH < (A' AM)

METODA a IV-a

Ay apc-d[A(ABC)]  Ayype-d[ 4,(4'BC
DERIIE V1. T NP e

=

=72em?

2 12cm)’ 3 g ;
AA/lBC=%=M:35\56m2;A'A=6cm;AMBC:B(’ AM _120m-12cm

4 2 2

cm =33 cm.

=d[4,(4'BC)] :EAA;”C'A'A = 36‘7/5'6
2

¢} METODA |

Din ipotezd P este centrul fetei ACC' 4'= {P}=A'C ~ AC '} = {P este mijlocul segmentului A'C

ACC' A" este dreptunghi

In AA'AC, fie PE|| A'A

P este mijlocul segmentului A'C

PE||A'A

A'A L(4BC)

METODA all-a

A'A L (4BC)

A'Ac(4'AC)

(A'AC) L (4BC)

(A'AC)N(4BC) = AC

Fie PE L AC

PE < (A' AM)

P este mijlocul segmentului AC'

}:>PE este linie mijlociein A 4' AC = PE = S 3cm.

}: PE 1 (4BC)=d[P,(4BC)]=PE=3cm.

}:(A'AC)L(A'BC).

= PE 1 (4BC)=>d[P,(4BC)]=PE=3cm

d)FieCD 1 AB = CD esteinéltime in triunghiul echilateral ABC = CD = % = %cm =6V3cm.

METODA |
A4 L (45C) CD L 4B
SAALCDSCDLA'A  CDLAA =CD L(4'4B)=d[C,(4'4B)]=CD =63 cm.
CD < (4BC)
ABNA'A={4}
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